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Notion de tourbillon

Tourbillons dans les fluides classiques (1)

intuition facile (vitesse - pression)
description mathématique compliquée

Apex sur une aile delta

(ONERA, cliché H. Werlé)
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Notion de tourbillon

Tourbillons dans les fluides classiques (2)
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Notion de tourbillon

Tourbillons dans les superfluides

intuition pas évidente (écoulement sans viscosité)
description mathématique simple (fonction d’onde)

Condensat de Bose-Einstein

(LKB, ENS Paris)

(JILA, University of Colorado)
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Écoulements moteur : domaines fictifs

Études d’écoulements moteur : domaines fictifs

• modélisation
• maillages non-structures :
remaillage coûteux (80%)

(communiqué par J. Hélie,
Continental Automotive France)
contrats de recherche : Institut
Français du Pétrole

Recherche fondamentale
• méthode de domaines fictifs
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Écoulements moteur : domaines fictifs

Domaines fictifs : interaction d’un couple de
tourbillons avec des obstacles

I. Danaila, Flow, Turbulence and Combustion, 2004.
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Vortex ring : simulations Navier-Stokes

Injection dans un moteur d’automobile

Simulation industrielle
(communiqué par J. Hélie,
Continental Automotive France)

Recherche fondamentale
• étude de tourbillons

(vortex rings)

(communiqué par C. Habchi,
Institut Français du Pétrole)
contrats de recherche : IFP,

Continental Automotive
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Vortex ring : simulations Navier-Stokes

Tourbillon toroı̈dal (vortex ring)

• décharge d’un jet fluide à travers une ouverture circulaire
dans un milieu au repos

(d’après Gharib et al., 1998)
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Vortex ring : simulations Navier-Stokes

Écoulement fondamental

animaux marins

(http://www.stromboli.net)

animaux marins

K. Martin et al., Scientific
American, 1996.
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Vortex ring : simulations Navier-Stokes

Simulations Navier-Stokes

Code 3D développé : JETLES
solveur 3D en coordonnées cylindriques des

équations N-S incompressibles
équations N-S à faible nombre de Mach
(thèse de S. Benteboula)
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Vortex ring : simulations Navier-Stokes

Système de coordonnées

code de I. Danaila
(LJLL, UPMC)

code de B. J. Boersma
(TU Delft, Pays Bas)
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Vortex ring : simulations Navier-Stokes

Le jet annulaire (ρ = const .)

scalaire passif vorticité



university-logo

Introduction Navier-Stokes Bose-Einstein

Vortex ring : simulations Navier-Stokes

L’anneau de tourbillon à masse volumique variable

Température Jet
chaud
α = 4

α = 1

Jet
froid
α =
1/4

Vorticité
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Vortex ring : simulations Navier-Stokes

Modèles théoriques

I. Danaila and J. Hélie, Physics of Fluids, 2008.
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Vortex ring : simulations Navier-Stokes

Reconstruction du champ de vitesse

• champ PIV (B. Prosperi, IMFT, Siemens VDO)
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• simulations avec JETLES
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Le jet turbulent

Le jet turbulent
I. Danaila and B. J. Boersma,
Physics of Fluids, 2000.
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Condensat de Bose-Einstein et tourbillons

Condensat de Bose-Einstein (1)

Nouvel état de la matière : super-atome
Propriétés : super-fluidité, supra-conductivité.

Prédit en 1924
S. Bose A. Einstein

Réalisé en 1995
Prix Nobel 2001
C. E. Wieman (Univ. Colorado)
E. A. Cornell (Univ. Colorado)
W. Ketterle (MIT, Cambridge)
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Condensat de Bose-Einstein (1)

Nouvel état de la matière : super-atome
Propriétés : super-fluidité, supra-conductivité.

Prédit en 1924
S. Bose A. Einstein

Réalisé en 1995
Prix Nobel 2001
C. E. Wieman (Univ. Colorado)
E. A. Cornell (Univ. Colorado)
W. Ketterle (MIT, Cambridge)
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Condensat de Bose-Einstein et tourbillons

Condensat de Bose-Einstein (2)
Expérience de Wieman et Cornell (1995)

1000 atomes de Rubidium (Rb)
piège magnétique
refroidissement par lasers +
radio-fréquence T ∼ 20nK
dimension ∼ 100µm, t ∼ 1s

Expériences au Lab Kastler Brossel, ENS Paris
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Condensat de Bose-Einstein (2)
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1000 atomes de Rubidium (Rb)
piège magnétique
refroidissement par lasers +
radio-fréquence T ∼ 20nK
dimension ∼ 100µm, t ∼ 1s

Expériences au Lab Kastler Brossel, ENS Paris
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Condensat de Bose-Einstein et tourbillons

Vortex dans un condensat de Bose-Einstein

Rotation

Sillage d’objets

Impression de la phase
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Vortex dans un condensat de Bose-Einstein

Rotation

Sillage d’objets

Impression de la phase
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Condensat sans rotation

Vortex exotiques par impression de phase

L.-C. Crasovan, V. M.
Pérez-Garcı́a, I. Danaila,
D. Mihalache and L. Torner,
Phys Rev A, 2004.
développements en série de
polynômes de Hermite

ψ =
∑

j

cje−iEj t
3∏

k=1

Hjk (λ
1/2
k xk )e−λk x2

k /2

φ||(x , y , z) = H2(x)H0(y)H0(z)

+ iH0(x)H2(y)H0(z)

simulation 3D
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Condensat sans rotation

Condensat de Bose-Einstein en rotation

Expériences au Lab Kastler Brossel, ENS Paris
Groupe Atomes Froids de J. Dalibard

Condensat de Rb de ∼ 500 000 atomes ; T = 90nK
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Condensat en rotation : description mathématique

Identification du vortex (1)

Description macroscopique
ψ fonction d’onde

ψ =
√
ρ(r)eiθ(r)

vortex :: ρ = 0 + rotation
champ de vitesses

v(r) =
h
m
∇θ

circulation quantifiée

Γ =

∫
v(s)ds = n

h
m
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Condensat en rotation : description mathématique

Identification du vortex (2)

piège optique

vortex géant
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Condensat en rotation : description mathématique

Modèle de Gross-Pitaevskii (1)
Energie 3D de Gross-Pitaevskii

E(ψ) =

∫
D

~2

2m
|∇ψ|2︸ ︷︷ ︸

én. cinétique

+ ~Ω · (iψ,∇ψ × x)︸ ︷︷ ︸
rotation

+ Vtrap|ψ|2︸ ︷︷ ︸
piège

+ Ng3D|ψ|4︸ ︷︷ ︸
interactions

scaling : [A. Aftalion, T. Rivière, Phys. Rev. A, 2001.]

r = x/R, u(r) = R3/2ψ(x), R = d/
√
ε

d = (~/mω⊥)1/2 , ε = (d/8πNas)2/5 , Ω̃ = Ω/(εω⊥).

énergie sans dimension

E(u) = H(u)− Ω̃Lz(u), Lz(u) = i
∫

ū
(
y∂xu − x∂yu

)
H(u) =

∫
1
2
|∇u|2 +

1
2ε2 Vtrap(r)|u|2 +

1
4ε2 |u|

4
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Condensat en rotation : description mathématique

Modèle de Gross-Pitaevskii (2)

états stables :: points critiques min E(u)

équation de Lagrange

∂u
∂t
− 1

2
∇2u + i(Ω× r).∇u = − u

2ε2 (Vtrap − |u|2) + µεu

contrainte :
∫
D u2 = 1
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Condensat en rotation : description mathématique

Intégration en temps imaginaire
Code 3D développé : Bose

résolution de :: ∂u
∂t = H(u) +∇2u,u ∈ C

schéma de Runge Kutta + Crank-Nicolson
ul+1 − ul

δt
= alHl + blHl−1 + cl∇2

(
ul+1 + ul

2

)
résolution par factorisation ADI

(I − clδt ∇2) = (I − clδt ∂2
x )(I − clδt ∂2

y )(I − clδt ∂2
z )

projection à la fin de 3 pas de R-K

u =
u∫
D |u|2
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Condensat en rotation : description mathématique

Discrétisation spatiale

schémas compacts (ou Padé) à l’ordre 6
1
3

u
′

i−1 + u
′

i +
1
3

u
′

i+1 =
14
9

ui+1 − ui−1

2h
+

1
9

ui+2 − ui−2

4h
,

2
11

u
′′

i−1+u
′′

i +
2

11
u

′′

i+1 =
12
11

ui+1 − 2ui + ui−1

h2 +
3

11
ui+2 − 2ui + ui−2

4h2

conditions aux limites : u = 0
domaine de calcul

D ⊃ {ρTF = ρ0 − Vtrap = 0} ,
∫

D
ρTF = 1

résolution ≤ 240× 240× 240
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Condensat en rotation : résultats numériques

Potentiel harmonique : Vtrap = x2 + α2y2 + β2z2

P. Rosenbusch, V. Bretin , J. Dalibard, Phys. Rev. Lett. 2002

A. Aftalion, I. Danaila, Phys. Rev. A, 2003
vortex en U vortex en S vortex en U-3D



university-logo

Introduction Navier-Stokes Bose-Einstein

Condensat en rotation : résultats numériques

Vortex en U et en S

A. Aftalion, I. Danaila, Phys. Rev. A, 2003.
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Condensat en rotation : résultats numériques

Potentiel quadratique : Vtrap = (1− α)r2 + k
4r4 + β2z2

A. Aftalion, I. Danaila, Phys. Rev. A, 2004
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Condensat en rotation : résultats numériques

Comparaison avec l’expérience

V. Bretin, S. Stock, Y. Seurin, J. Dalibard, Phys. Rev. Lett. 2003

I. Danaila, Phys. Rev. A, 2005 : simulation 3D =⇒ vortex géant
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Condensat en rotation : résultats numériques

Comparaison avec la théorie

D. E. Sheehy and L. Radzihovsky, Phys. Rev. A, 2004.
I. Danaila, Phys. Rev. A, 2005 : param. réseau de vortex
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Condensat en rotation : résultats numériques

Interférence de condensats en rotation

Ω = 0.87 U = 0.1 U = 0.5 U = 0.7
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Condensat en rotation : résultats numériques

Conclusion et perspectives

Conclusion
codes de calcul 3D développés ”in house” ::
Navier-Stokes et Gross-Pitaevskii
simulations 3D complexes, mais dans des configurations
académiques
exploiter la physique reproduite par la simulation =⇒
comparaison avec l’expérience

Perspectives
puissance de calcul :: parallélisme
schémas numériques :: interaction numérique↔
modélisation physique (eg dissipation dans LES, ou NLS)
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