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VJ =0, Vg = 0 ® g; 1n acest context, § se numeste cimp Higgs.

o df = 0 implici V> = df = 0, deci Lg e plat.
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@ FieL =L ®r C.

@ Conexiunea Weyl se extinde in mod natural la L.

@ Partea ei de tip (0, 1) induce pe L o structurid olomorfa.
°

Cum L e plat, alegem o sectiune nedegenerata A cu proprietatea

V) =A® (—=0).

Alegem o structurd hermitiand pe L astfel incit | A |= 1 si
consideram conexiunea Chern asociata.
Curbura acestei conexiuni Chern este —2+/—1d°6.

L determind un sistem local pe M asociat caracterului
x:m(M) =R x(y) = % (fatd de prezentarea maximala).
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o LCK + V40 =0.
@ Proprietafi:

@ 0" e cimp Killing si real olomorf (Ly:J = 0).

@ Reciproc (Kamishima, O): O varietate LCK compacti admite o
metricd LCK cu frma Lee paraleld daca grupul Lie al
transformadrilor conforme si olomorfe are un subgrup Lie complex
de dimensiune 1 care actioneazd neizometric pe acoperirea
Kihler.

© Dacii F := {#*,J6"} are foi compacte, atunci M /F e un orbifold
kéhlerian.

@ Daci 6! are orbite compacte, atunci M/ 0! e un orbifold sasakian.

@ ||6%|)* e un potential global pentru forma Kihler a acoperirii
universale.

@ Pe varietdti Vaisman compacte, toate numerele Betti (reali)
impare sint impare.
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Varietiti Vaisman

Teorema de structura (O, Verbitsky)

@ Monodromia lui L e izomorfa cu Z.
@ Varietitile Vaisman compacte sint suspensii peste S! cu fibri
sasakiana:
@ MeunconN x R, t>gy + di*
@ N e sasakiani.

© T e izomorf cu Z, generat de (x,¢) — (A(x), 7 + ¢) pentru un
A€ Aut(N), g € Ry.
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Exemple de varietdfi Vaisman

o Varietdfi Hopf diagonale (generaliziri ale suprafetelor Hopf de
rang 1):
Hy :=C"\ 0/(A) unde A = diag(c;) cu
o Structura complexa: proiectie a celei standard de pe C".
o Metrica LCK construita astfel:
o Fie C > 1 o constanta si

Z]7--->Zﬂ Z'Zz‘ﬁ ﬁizlogla[|7] ¢

un potential pe C".
o AvemA*p = C .
o Asadar: Q = /—109¢ e kiihleriani si ' = Z o la transforma
prin omotetii olomorfe.
o Cimpul Lee: 6% = — Zzi log || 0z e paralel.
@ Unele suprafete complexe compacte (lista completa daté de
Belgun).
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o (M,J) e LCK cu potential daci admite o acoperire Kihler (M, 2)
cu potential global ¢ : M — R care satisface conditiile:
@ o e aplicatie proprie (i.e. are multimi de nivel compacte).
@ Aplicatia de monodromie 7 actioneaza asupra lui ¢ prin Tnmulfire
cu o constantd: 7(p) = const - p.

@ Pe varietiti compacte, (1) e echivalentd cu grupul deck izomorf
cu Z ( conditie satisfacuta pe varietdti Vaisman compacte).

o Toate varietdtile Vaisman sint LCK cu potential, dar nu invers.
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o Clasa varietdtilor LCK cu potential, compacte, e stabild la mici
deformari.
o In consecinti: varietitile Hopf (CV \ 0)/T, cu T ciclic, generat de
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LCK cu potential

Proprietati
o Clasa varietdtilor LCK cu potential, compacte, e stabild la mici
deformadri.
o In consecinti: varietitile Hopf (CV \ 0)/T, cu T ciclic, generat de
un operator linear nediagonal, este LCK cu potential. E o
generalizare a suprafetelor Hopf (non—Vaisman) de rang 0.
@ O varietate LCK cu potential, compactd, de dimensiune < 3,
admite o scufundare olomorfa (in general neizometricd) intr—o
varietate Hopf.

e O varietate Vaisman compacta admite o scufundare olomorfa (in
general neizometricd) Intr—o varietate Hopf diagonala.
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@ Asociatd operatorului dy := d — 0. Din df = 0 rezulta dg =0.0
notim Hj;(M).
e Mai e numitid coomologie Lichnerowicz—Poisson (in geometria
Poisson si Jacobi; cf. Banyaga, de Leon etc.).
e E clarcid dyw = 0.
[w] € H3(M) se numeste clasa Morse—~Novikov.
o E analogul clasei Kihler.
@ Coomologia sistemului local L se identificd Tn mod natural cu

coomologia complexului Morse-Novikov (A*(M), dy)
(Novikov).



Coomologia Morse—Novikov a varietdtilor Vaisman

@ Coomologia Morse—Novikov a varietdtilor Vaisman compacte e
banala.



Coomologia Morse—Novikov a varietdtilor Vaisman

@ Coomologia Morse—Novikov a varietdtilor Vaisman compacte e
banala.



Coomologia Morse—Novikov a varietdtilor Vaisman

@ Coomologia Morse—Novikov a varietdtilor Vaisman compacte e
banala.

o Consecintd a Teoremei de structurd.



Coomologia Morse—Novikov a varietdtilor Vaisman

@ Coomologia Morse—Novikov a varietdtilor Vaisman compacte e
banala.

o Consecintd a Teoremei de structurd.



Coomologia Morse—Novikov a varietdtilor Vaisman

@ Coomologia Morse—Novikov a varietdtilor Vaisman compacte e
banald.
o Consecintd a Teoremei de structurd.
o Fusese deja demonstrat pentru varietdti local conform simplectice
care admit o metricd compatibila cu forma Lee paraleld (de Leon,
Lopez, Marrero, Padron).



Coomologia Morse—Novikov a varietdtilor Vaisman

@ Coomologia Morse—Novikov a varietdtilor Vaisman compacte e
banald.
o Consecintd a Teoremei de structurd.
o Fusese deja demonstrat pentru varietdti local conform simplectice
care admit o metricd compatibila cu forma Lee paraleld (de Leon,
Lopez, Marrero, Padron).



Coomologia Morse—Novikov a varietdtilor Vaisman

@ Coomologia Morse—Novikov a varietdtilor Vaisman compacte e
banala.
o Consecintd a Teoremei de structurd.
o Fusese deja demonstrat pentru varietdti local conform simplectice

care admit o metricd compatibila cu forma Lee paraleld (de Leon,
Lopez, Marrero, Padron).

o Dar: exista varietdti LCK non—Vaisman cu clasa Morse—-Novikov
nenuld: suprafete Inoue (Banyaga, 2008).



Coomologia Morse—Novikov a varietdtilor Vaisman

@ Coomologia Morse—Novikov a varietdtilor Vaisman compacte e
banala.

o Consecintd a Teoremei de structurd.
o Fusese deja demonstrat pentru varietdti local conform simplectice
care admit o metricd compatibila cu forma Lee paraleld (de Leon,
Lopez, Marrero, Padron).
o Dar: exista varietdti LCK non—Vaisman cu clasa Morse—-Novikov
nenuld: suprafete Inoue (Banyaga, 2008).

@ Mai general: pe varietdti Vaisman compacte, clasa
Morse—Novikov a oricdrei forme LCK se anumeazd. Mai precis:
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Teorema 1

Fie M o varietate Vaisman compacta, dimc M > 3, w; o forma LCK
(nu neaparat Vaisman) si 6; forma sa Lee.

Atunci 0] e coomoloagid cu forma Lee a unei metrici Vaisman gi clasa
Morse—Novikov a lui w; e nula.
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Coomologie Bott—Chern pe varietdti complexe

e Principala problemi pe varietdti non-Kihler: nu satisfac lema 90
globald.
@ Se considera complexul Bott—Chern:

A gy 29, araqary 222 pptla(ag) @ AP (M) —

@ Grupurile lui de coomologie Hgg (M) sint

ker <AW(M) N AP+1"1(M)> (M ker (Ai’v‘l(M) 2, AP#“(M))

im <AP—1«1—1(M) 2, AM(M))

o Pe varietifi compacte, Hgg (M) = H%"’(M ) <= lema 93 globala.
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o [w=0¢€ Hég (M, L) < M admite un potential automorf.

o Hy:(M,L) = 0 rezulti din anularea lui H' (M, L) si a lui H}(M)
(mai usor de controlat).

o Astfel: Dacé clasa Bott—Chern a unei varietati LCK M se
anuleaza si monodromia lui L e Z, atunci M e LCK cu potential
(va fi generalizat).

@ Daci wy, wy sint metrici LCK cu aceeasi forma Lee 6, atunci
urmétoarele conditii sint echivalente:

@ Clasele Bott—Chern a lui wy, w; sint egale.
@ Structurile LCK wy §i w, sint echivalente pinnd la potential (pe
acoperirea Kéhler, w0, — @, = 00y cu  automorfa).
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Analogie intre Kihler e LCK

o Structurile Kihler pe o o Structurile LCK pe o varietate complexa
varietate complexa sint cu structurd conformd fixatd sint
determinate de: determinate de:

@ o clasi Kihler in H"!(M); © o clasi Bott—Chern in Hé% (M, L);

@ alegerea unei metrici @ alegerea unei metrici LCK cu clasa
Kihler 1n aceastd clasa Bott—Chern prescrisi, obginutd alegind
Kihler, obtinutd alegind un un element intr—un con modelat local
element intr—un con pe C>=(M),/ ker(99)

modelat local pe
C>° (M) /const.
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Teorema 2

Orice varietate LCK compactd cu clasd Bott—Chern nuld admite o
metricd LCK cu potential.

Deci, dacd dim¢ M > 3, atunci M se scufunda intr—o varietate Hopf.

@ Conjectura (tinint cont si de Teorema 1): Fie M o varietate
Vaisman pe care existd si o altd formd LCK w; (nu neapdrat
Vaisman). Atunci clasa Bott—Chern a lui w; e nula.
Echivalent, w; e o structurd LCK cu potential.
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Probleme deschise

@ Problema 1
Sa se determine toate 1-formele 6 pentru care existd o 2—forma
hermitiand w cu forma Lee 0, si toate clasele Morse —Novikov
care pot fi realizate de forme LCK.

o Problema 2
Fie M o varietate complexa compacti care admite o metricd LCK
si [0] € H' (M) clasa ei Lee. Si se determine multimea claselor
[w] € Hé;%g (M) astfel incit [w] e clasa Bott—Chern a unei

structuri LCK cu clasa Lee [6].

@ Problema 3
Existd o lemd 0y0y globald (micar in anumite dimensiuni)?



