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Cadrul general

Cadrul geometric: varietatea de plecare, M

M este:
o fie o varietate compacta m-dimensionala fara bord
o fie (—1,1)™

Cadrul geometric: varietatea de sosire, N

N este o varietate compacta n-dimensionala fara bord




Cadrul general

Cadrul geometric: varietatea de plecare, M

M este:
o fie o varietate compacta m-dimensionala fara bord
o fie (—1,1)"

Cadrul geometric: varietatea de sosire, N

N este o varietate compacta n-dimensionala fara bord

Cadrul functional: spatiul Xsp

Xsp=WSP(M;N):={u:M— N; ue WP},

unde
@0<s<
01 <p<x




In anumite cazuri particulare, problemele pe care le vom
considera sunt motivate de studiul ecuatiilor cu derivate
partiale:
@ problema densitatii si problema urmei provin din studiul
aplicatiilor armonice intre varietati

@ studiul claselor de omotopie intervine in cautarea solutiilor
multiple pentru ecuatii "geometrice" cu derivate partiale
(de exemplu, curbura medie prescrisa)

@ problema ridicarii intervine in studiul ecuatiei
Ginzburg-Landau




In anumite cazuri particulare, problemele pe care le vom
considera sunt motivate de studiul ecuatiilor cu derivate
partiale:
@ problema densitatii si problema urmei provin din studiul
aplicatiilor armonice intre varietati
@ studiul claselor de omotopie intervine in cautarea solutiilor
multiple pentru ecuatii "geometrice" cu derivate partiale
(de exemplu, curbura medie prescrisa)

@ problema ridicarii intervine in studiul ecuatiei
Ginzburg-Landau

In forma general4 tratata in cele ce urmeaza, problemele
considerate depasesc cadrul necesar studiului ecuatiilor cu
derivate partiale




@ Patru probleme: densitate, omotopie, urma si ridicare
@ Conjecturi, rezultate si perspective
@ De ce cazul N =S’ este special




Motivatie )




Densitate

Motivatie J

Observatie (Schoen, Uhlenbeck '83)
in general, C>*(M; N) nu este dens in Xsp := WSP(M; N)
Exemplu: u(z) := z/|z|

@ apartine spatiului W'-1((—1,1)%;S")

@ dar nu existd (ux) c C>*([—1,1]%;S") astfel incat uxy — uin
W1,1

o




Densitate

Motivatie )

Observatie (Schoen, Uhlenbeck '83)
in general, C>*(M; N) nu este dens in Xsp := WSP(M; N)
Exemplu: u(z) := z/|z|
@ apartine spatiului W'-'((—1,1)%;S")
° da:r ny existd (ux) c C>([—1,1]3;S") astfel incat ux — uin
wh

o

Demonstratie

Prin reducere la absurd. Altfel, trecand la un subsir si
considerand un r € (0, 1) convenabil, avem:

ux — u In WH(C(0,r))= ux — u uniform pe C(0,r) =
deg (uk, C(0,r)) — deg (u, C(0,r)), adica 0 — 1

Contradictie O




Densitate

e Cand sp > m =dim M, avem Xs, C C°
In acest caz, C>*(M; N) este dens in Xs
(Demonstratie: regularizam u € Xs p, apoi proiectam pe N)
@ Acelasi rezultat raméane adevarat cand sp = m
(Urménd aceeasi strategie ca in cazul precedent: Schoen,
Uhlenbeck 83, Brezis, Nirenberg ’95)

@ Vom presupune deci sp < m




Problema densitatii

Sa se gaseasca o clasa # de functii "atat de netede cat se
poate" astfel incat # sa fie densa in Xsp J




Problema densitatii: raspunsul probabil

Pentru orice N, s, p si M (de dimensiune m), clasa

R =Rsp:={ue C°(M\L;N), unde £ = (u)
este o varietate de dimensiune m — [sp] — 1 si
|D/u(x)| < Cdist (x,X)7/,VjeN,VxeM}

este densa in Xsp




Problema densitatii: raspunsul probabil

@ Un exemplu tipic de functie din clasa #:

u: (1,12 -s", u(z) = z/|z|,
este in %1 1

@ Conjectura afirma ca "marimea" (=dimensiunea) multimii
singulare a functiilor din #Z depinde doar de M (=varietatea
de plecare), de s si de p, dar nu de N (=varietatea de
sosire)




Problema densitatii: raspunsul probabil

Un raspuns alternativ

O conjectura mai modesta decét densitatea clasei % este
densitatea clasei %, care este definita la fel ca %, exceptand
faptul ca X este nu o varietate, ci o reuniune finita de varietati




Problema densitatii: rezultate

Teorema (Bethuel '91)

Conjectura modest4 (densitatea clasei %) este adevarata
pentru spatiul W'-P(M; N)




Problema densitatii: rezultate

Teorema (Bethuel '91)

Conjectura modest4 (densitatea clasei %) este adevarata
pentru spatiul W'-P(M; N)

A\

Teorema (Bousquet, Ponce, Van Schaftingen ’08)

Conjectura modesta este adevarata pentru spatiul WSP(M; N),
s=2,3,...

A\




Problema densitatii: raspunsuri

Teorema (Brezis, M. '08)

Conjectura modesta este adevarata pentru spatiul WsP(M; N)
cand0<s< 1




Problema densitatii: raspunsuri

Teorema (Brezis, M. '08)

Conjectura modesta este adevarata pentru spatiul WsP(M; N)
cand0<s< 1

Teorema (Bethuel, Zheng ’88, Riviére ‘00, Bourgain, Brezis, M.

‘04, Bousquet 07, Brezis, M. '08)
Conjectura este adevarata
@ cand N = s'

ecand N=S"sisp<n+1




Problema densitatii: o prima strategie

Metoda proiectiei (Federer, Fleming)
Nu se poate aplica decéat cand sp < n+ 1




Problema densitatii: o prima strategie

Metoda proiectiei (Federer, Fleming)

Nu se poate aplica decéat cand sp < n+ 1
Pentru a aproxima o aplicatie u: M — S”

@ regularizam u: obtinem u, = u * p. : M — R™!

@ proiectam u. pe S” utilizand un centru de proiectie variabil:
obtinem u. , = (u. — a)/|u. — a| (a € R™1)

@ pentru un a "generic", mulfimea singulara a lui u. 5 este de
dimensiune m—n—1

@ deci u. 4 este in clasa # cand sp < n+ 1

@ considerand ¢ — 0 si a = a(¢) — 0 convenabili, (speram
sa) obtinem un sir (U, a,) C Z astfel incat u;, 5, — U




Problema densitatii : o prima strategie

Metoda proiectiei: observatii
@ Metoda functioneaza (sub ipoteza sp < n+ 1)
@ Cand sp > n+ 1, metoda este inutila




Problema densitatii : o prima strategie

Metoda proiectiei: observatii

@ Metoda functioneaza (sub ipoteza sp < n+ 1)
@ Cand sp > n+ 1, metoda este inutila

@ Cand n+1 < sp < n+ 2, metoda proiectiei construieste
functii cu o multime singulara de dimensiune m — n — 1

e in timp ce conjectura preconizeaza dimensiunea m — n — 2




Problema densitatii: o strategie alternativa

De la o functie oarecare la o functie simpla: un exemplu

Luam M = (—1,1)3. Taiem M in cuburi mici C;: obtinem un
pavaj P

@ Metoda #2
Consideram restrictia u» a lui u pe 2-scheletul P al lui P
in fiecare cub C;, extindem u» la C; astfel incéat extensia sa
fie constanta pe razele cubului C;

@ Metoda #1
Consideram restrictia u; a lui u pe 1-scheletul P; al lui P
Pe fetele cuburilor C;, extindem uy la 0C; astfel incét
extensia sa fie constanta pe razele fetelor
Obtinem o functie definita pe P,
Extindem aceasta functie la M ca in constructia #1

@ Metoda #0
Ca #1, plecand de la restrictia pe Py




Problema densitatii: o strategie alternativa

De la o functie oarecare la o functie simpla: observatii

@ Daca restrictia lui u la P; este continua, atunci prin metoda
#j obtinem o functie cu o multime singulara de dimensiune
m—j—1

@ Or, restrictia lui u la P; este continua daca P este un pavaj
"generic", sp nu e intreg si j = [sp]

@ Deci cand sp nu este intreg, prin metoda #[sp] putem
obtine o functie stil #Z




Problema densitatii: o strategie alternativa

De la o functie oarecare la o functie simpla: rezultate

@ Cand 0 < s < 1, alegand pavaje convenabile de marime
— 0, metoda #[sp] (urmata de o regularizare) permite
obtinerea unui sir din clasa # convergand catre u

@ Metoda nu functioneaza niciodata cand s > 1




Problema densitatii: perspective

Problema densitafii: ce mai ramane de facut

* %~ Densitatea clasei Z cand s = 1,2,...,sau0 < s < 1
» » « Densitatea clasei #Z cand 1 <s <1+ 1/p
* * x Densitatea clasei # in cazul general




Problema densitatii: o aplicatie

Problema densitatii, o data rezolvata, ofera o cale de a ataca
problema urmatoare: .
(P) Pentru ce M, N, s si p, C>°(M; N) este dens in X ,?
Problema rezolvata:

@ Cand s = 1 (Bethuel '91, Hang, Lin '03)

@ Cand 0 < s < 1 (Brezis, M. '08)

@ Cand N = S' (Brezis, M. ’08)
ldeea comuna : metoda de eliminare a singularitatilor (Bethuel
'90)




Problema densitatii: o aplicatie

Problema densitatii, o data rezolvata, ofera o cale de a ataca
problema urmatoare: .
(P) Pentru ce M, N, s si p, C>°(M; N) este dens in X ,?
Problema rezolvata:

@ Cand s = 1 (Bethuel '91, Hang, Lin '03)

@ Cand 0 < s < 1 (Brezis, M. '08)

@ Cand N = S' (Brezis, M. ’08)
ldeea comuna : metoda de eliminare a singularitatilor (Bethuel
'90)

Ce mai ramane de facut

x « « Densitatea clasei % da raspunsul la problema (P)




Problema

Sa se descrie componentele conexe ale lui X5, = WSP(M; N)
Problema anexa: componentele conexe sunt conexe prin arce?




Sa se descrie componentele conexe ale lui X5, = WSP(M; N)
Problema anexa: componentele conexe sunt conexe prin arce?

Observatie

in general, X, nu este conex prin arce
Motiv: exista invarianti omotopici




Problema omotopiei: un exemplu

Exemplu: enunt

Aplicatiile u : S x (0,1)?> = S', u e H' = W'2, admit un
invariant omotopic

Chiar daca, in dimensiune trei, H' este "departe" de a fi inclus
in CO




Problema omotopiei: un exemplu

Exemplu: ideea demonstratiei
Pentru un X € (0, 1)? "generic",

u(-,A) e HY(s";sh c co(s'; s")

Deci deg u(-, \) este definit a. p. t.

Se poate arata ca acest grad nu depinde de ) si este continuu
pentru convergenta H'

(Argumentul care intervine este o reducere de dimensiune:

se incepe cu S' x (0, 1), apoi se trece la S' x (0, 1)?) O

v




Invariant omotopic: cazul general

M; est un schelet "generic" j-dimensional al lui M
[al, daca a nu este intreg

<a>= . A
a— 1, daca aeste intreg




Invariant omotopic: cazul general

M; est un schelet "generic" j-dimensional al lui M
[al, daca a nu este intreg

<a>= . A
a— 1, daca aeste intreg

Teorema (White ‘86, ‘88, Bousquet '07)

Daca sp > 2, atunci restrictia lui u € WSP(M; N) la Mg~ este
un invariant omotopic [u] independent de alegerea lui Mgy~




Problema omotopiei: raspunsul probabil

Invariantii lui White sunt singurii invarianti:
Daca u,v € WSP(M; N) si [u] = [v], atunci u si v sunt omotope




Problema omotopiei: rezultate

Teorema (Brezis, Li '00)

Dacé p < 2 (=nu exista invarianti), atunci W'P(M; N) este
conex prin arce




Problema omotopiei: rezultate

Teorema (Brezis, Li '00)

Dacé p < 2 (=nu exista invarianti), atunci W'P(M; N) este
conex prin arce

Teorema (Brezis, M. '01)

Cand N = S', conjectura este adevarata pentru orice s si p




Problema omotopiei: rezultate

Teorema (Hang, Lin '03)

Conjectura este adevarata in W'P(M; N) pentru orice p




Problema omotopiei: rezultate

Teorema (Hang, Lin '03)

Conjectura este adevarata in W'P(M; N) pentru orice p

Teorema (Bousquet ’07)
Conjectura este adevarata in WSP(M; N)cands <1+ 1/p




Problema omotopiei: perspective

Ce mai ramane de facut

* % % Cazul s > 1+ 1/p (chiar si pentru sfere)




Urma

Cadru

In aceasta parte, s si p sunt astfel incat tr WP = Ws=1/pp
Adica:
o fiep=2sis>1/2
o fiep#2,s>1/psis—1/pnueste intreg
Pentru simplitate, M = (—1,1)"
Identificam M cu M x {0}
N este oarecare




In aceasta parte, s si p sunt astfel incat tr WP = Ws=1/pp
Adica:

o fiep=2sis>1/2

o fiep#2,s>1/psis—1/pnueste intreg
Pentru simplitate, M = (—1,1)"
Identificam M cu M x {0}
N este oarecare

Problema urmei
Sa se descrie

| A\

tr WSP(M x (0,1); N) := {tryu; u € WSP(M x (0,1); N)}

<




Problema urmei: un exemplu

Observatie
Raspunsul nu este WS—1/PP(M; N)




Problema urmei: un exemplu

Raspunsul nu este WS—1/PP(M; N)

@ Aplicatia z — v(z) := z/|z| este in H'/2((—1,1)3;S")...
@ ...dar nu este urma unei aplicatii
ue H'((-1,1)2 x (0,1);S")

\




Problema urmei: un exemplu

Raspunsul nu este WS—1/PP(M; N)

o

Exemplu
@ Aplicatia z — v(z2) := z/|z| este in H'/2((—1,1)?;S")...

@ ...dar nu este urma unei aplicatii
ue H'((=1,1)2 x (0,1);S")

v

@ Prin reducere la absurd

@ Pentru un sir ¢, — 0 convenabil, u(-,e¢) € H'((—1,1)%;S")
Si U(-,ex) — vin H'/2

@ Or, C*([-1,1]%;S") este dens in H'((—1,1)?;S"), dar nu
siin H'/2((—1,1)%;8")

@ Contradictie O

v




Problema urmei

@ Nici o conjectura nu acopera cazul general
@ Nici problema mai modesta : pentru ce s, p, M si N avem

tr WSP(M; N) = WSV/PP(M; N)?

nu este inteleasa




Problema urmei: rezultate

Teorema (Hardt, Lin ’87)

Daca 7j(N) =0, =0,...,[p] — 1, atunci

tr WP(M; N) = W'=/PP(M; N)




Problema urmei: rezultate

Teorema (Hardt, Lin ’87)

Daca m(N) =0,j=0,...,[p] — 1, atunci

tr WHP(M; N) = W'=/PP(M; N)

ldeea demonstratiei

Conditiile topologice asupra lui N permit mimarea metodei
proiectiei O




Problema urmei: rezultate

Exemple (Bethuel, Demengel '94)
Exemple de cazuri in care tr WSP(M; N) # WS=1/PP(M; N)




Problema urmei: rezultate

Exemple (Bethuel, Demengel '94)
Exemple de cazuri in care tr WSP(M; N) # WS=1/PP(M; N)

ldeea demonstratiei

Sunt cazuri in care
@ C*®([-1,1]™ N) nu este dens in WS=1/PP(M; N)
dar
@ C>®([-1,1]™ x [0, 1]; N) este dens in WSP(M; N) O




Problema urmei: rezultate

"Teorema@" (Brezis, M., Nguyen ’08)

Problema urmei est rezolvatd cand N = S




Problema urmei: perspective

Ce mai raméne de facut

* %+ Teorema Hardt, Lin ar trebui sa se extinda la cazul
mj(N)=0,j=0,...,[sp] — 1

* +  Cazul N =sfera

* = » Cazul general (pare foarte departe)




Notatii
@ Z este acoperirea universala a lui N
@ 7 : Z — N este proiectia canonica

@ s, p sunt fixati
@ Pentru simplitate, M = (—1,1)7

\




Problema ridicarii

Problema ridicarii

Este adevarat ca orice aplicatie u € W*P(M; N) se scrie
u=movceuve WSP(Z N)?

Problema anexa: in caz contrar, cu cine trebuie inlocuit
WSP(Z, N)?

Caz particular

| \

Vrem sa scriem o aplicatie u € WSP((—1,1)™;S") sub forma
u=ev¥ cupec WSP(-1,1)"R)

A\




Problema ridicarii: un exemplu

In general, raspunsul este nu
Exemplu: u: (—1,1)2 — S', u(z) = z/|7|

@ Estein W'

@ Dar nu se poate scrie sub forma u = € cu ¢ € W1




Problema ridicarii: un exemplu

In general, raspunsul este nu
Exemplu: u: (—1,1)2 — S', u(z) = z/|7|

@ Estein W'

@ Dar nu se poate scrie sub forma u = € cu ¢ € W1

ldeea demonstratiei

@ Prin reducere la absurd

e In caz contrar, pe un cerc generic C(0, r), ¥ = €'#, cu
peWwh cC°

@ Deci € are o faza continud. Contradictie O




Problema ridicarii: rezultate

"Teorema" (Bourgain, Brezis, M. ’00)

Problema ridicarii este complet rezolvata cand N = S'




Problema ridicarii: rezultate

"Teorema" (Bourgain, Brezis, M. '00)

Problema ridicarii este complet rezolvata cand N = S'

"Teorema" (Bethuel, Chiron '07)

"Teorema" precedenta ramane adevarata cand Z nu este
compacta




Problema ridicarii: perspective

Cazul cand Z este compacta

Bethuel, Chiron au elucidat acest caz pentru unele valori

particulare ale lui s si p
* % % Cazul general?




Cazul N = S

Pentru simplitate, luam M = (—1,1)"

De ce cazul N = S e special
@ Cand N = S, toate problemele (densitate, urma, et
ceetera) sunt complet rezolvate

@ Chiar daca aceste probleme sunt nelineare, in cazul
N = S' putem s3 le transformam in probleme lineare

@ Ideea naiva: scriem fiecare u € WSP((—1,1)™:S") sub
forma u = e?, cu p € WP((—1,1)™;R)...

@ ...ar permite inlocuirea spatiului nelinear
WSP((—1,1)™;S") cu spatiul linear WSP((—1,1)™ R)...
@ ... dar din pacate nu functioneaza




Cazul N = S

Introducere la ce va urma

Putem s& asociem spatiului WSP((—1,1)™;S") un "obiect
linear", mai complicat decat WsP((—1,1)™; R)




Cazul N = S

Notatie

Consideram a,b € D

Vom nota " ( 22\ (12=81\. , functie u cu valori in S’
|z — a z—b

astfel incat:
@ ueste C*inD)\ {a,b}
e u(z)= (é: ZI) ('; — Z') in vecinatatea lui a si b
° [|Vul[r ~|a— b




Cazul N = S

Descriptio WP((—1,1)™;S"): un exemplu (folclor, cca '00)

WhI((=1,1)2:S") :{];[ (; Zj)(’i:ﬁj')"ew

(&), (b)) C [-1,113,) g — byl < oo,
j=1

@€ W1’1((—1,1)2;R)}




Cazul N = S': spatiu de moduli

"Teorema" (Bourgain, Brezis 03, Bourgain, Brezis, M. ’04,

Nguyen '08, M. ’08)
in functie de valorile lui s si p, putem descrie
WsP((—1,1)m;s"):
@ Fie via o faza ¢ apartinand unui spatiu convenabil (nu
neaparat WSP)
@ Fie viaun cuplu (T, ), unde ¢ este o faza si T este un
2-curent de multiplicitate intreaga
(Intuitiv, T este : un sir de puncte in dimensiune 2, un sir
de curbe in dimensiune 3, et ceetera)




Cazul N = S': exemple de spatii de moduli

Exemplul #1: spatiul de faze este o suma

W1/2’6((—1,1)4;S1) _ {ezgp L€ W1/2,6 + W1,3}




Cazul N = S': exemple de spatii de moduli

Exemplul #2: spatiul de faze este o intersectie

We((—1,1)%8") = {e¥; p e W' nW'3}




Cazul N = S': exemple de spatii de moduli

Exemplul #3: un caz cand este nevoie de T

W23((—1,1)%8") ~ {(T,p); T€ D, p € W'/23 L w'3/2}

unde

D={T; T 2-curentintreg, T ¢ (W'3)*}




Cazul N = S': spatiu de moduli

ldeea demonstratiei

Utilizarea informatiilor geometrice in formule analitice O




Exemplu de "informatie geometrica— formula"

Daca

o f:S'" — S este netedd

@ v: D — R? este o extensie rezonabild a lui f,
atunci

degf=][ Jac v
D




Exemplu de "informatie geometrica— formula"

Exemplu
Daca

o f:S'" — S este netedd

@ v: D — R? este o extensie rezonabild a lui f,
atunci

degfz][ Jac v
D

Or
@ deg exista cand f este doar continua (sau chiar mai putin)

@ intimp ce][ Jac v exista sub ipoteza v € H'...
D

@ ..adicafe H'/?




Exemplu de "informatie geometrica— formula"

Alegand un v convenabil (alegerea tine cont de informatia J

geometrica |f| = 1), putem da un sens integralei][ Jac v
D
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